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CORRECTIONDUTD 3

13 -5 =2
A= (—2 7 —8)
-5 4 7

Pour savoir si cette matrice est diagonalisable dans M3 (R), on détermine son polyndme caractéristique :

Exercice 1

13-4 =5 -2
-2 7—4 -8
-5 4 7—4

xa) = = (13 = )(A2 — 142 + 81) + 2(5A — 27) — 5(54 — 22)

S xaD) = =B +312x9-31x92+9% =—(1—9)3

Ainsi, on a: Spc(A) = {9}. Pour conclure, on étudie le sous-espace propre Eq associé a la valeur propre 9 en
résolvant I’équation matricielle : (A —9I1)X = 0.0Ona:

4 -5 =2\ /x 0 —4y—16z—-5y—-2z=0 y=-2z
(—2 -2 —8) (y) =<0>(:){ x=-y—4z Sy = -2z
-5 4 =2/'z 0 5y+20z+4y—-2z=0 zER

Par conséquent, on a: Eq = Vect{u,} avec u; = (2,2,—1) donc E, étant de dimension 1, cette matrice n’est
pas diagonalisable dans M5(R).

Une matrice est toujours trigonalisable dans M5 (C).
Comme Spc(A4) = Spr(A4), le polyndme caractéristique de A est scindé dans R de sorte que A est
trigonalisable dans M;(R) et qu’elle est aussi décomposable en blocs de Jordan dans ce méme espace.

Pour trouver une base dans laquelle A s’exprime sous la forme d’une matrice triangulaire supérieure, nous
commencons par calculer les puissancesde M ouM = A—91.0na:

36 —18 36
M?=| 36 -18 36 | et M® =0 (théoréme de Cayley — Hamilton)
-18 9 -18

Comme M3 = 0 et M? + 0, le sous-espace caractéristique N, associé & la valeur propre 9 est R3. Pour obtenir
une base adéquate, on choisit un premier vecteur dans E,, un second dans E5\Ey ou Ej = Ker(M?) et le
dernier dans No\Ej.

On résout I'équation matricielle suivante :
36 —18 36\ /x 0 y=2x+2z
M2X=0<|( 36 -18 36 (y): 0| x€R
-18 9 -—18/ \z 0 zER

Ainsi, on a: E§ = Vect{u,,us} avec u, = (1,2,0) et ug = (0,2,1). L'endomorphisme représenté par A dans la
base canonique est représenté par la matrice triangulaire supérieure T suivante dans la base (uy, u,, e3) :

9 -3 2 2 10
T=P'AP=(0 9 —-6]ouP=|2 2 0}

0o 0 9 -1 0 1



1)

Remarque T présente les valeurs propres de A sur sa diagonale principale, la trace de T est égale a celle de A
et il faut penser a vérifier que (u;, u,, e3) est bien une base de R? en calculant le déterminant associé avant de
se lancer dans les calculs.

Pour la décomposition de Jordan, les colonnes sont tres particulieres donc on ne peut plus se contenter de
compléter notre famille par un vecteur de la base canonique. On choisira un vecteur dans Ng\Eq et on
construira les vecteurs suivants.

D’apres I'étude réalisée ci-avant, on sait que dim Eq = 1 donc la décomposition de Jordan ne comportera
qgu’un seul bloc et comme dim Ny = 3, ce bloc est (forcément) de dimension 3. On en déduit le polyndme
minimal 4 de A : m4(1) = (1 — 9I)3. On peut aussi sans persuader a I'aide de M? = 0.

Pour obtenir une base adéquate, on choisit le troisieme vecteur v; dans No\Eg ; par exemple, e; de la base

canonique et ensuite, on construit les vecteurs suivants :

4 -5 =-2\/1 4 4 -5 =2 4 36
v, = Mv; = (—2 -2 —8) (0) = <—2> et v = Mv, = (—2 -2 —8> <—2> = ( 36 > € Ey
-5 4 =2/ \0 =5 -5 4 =2/ \-5 —18

Finalement, on peut vérifier que 'endomorphisme représenté par A dans la base canonique est représenté par
la matrice J suivante dans la base (v, v,, v3) :

9 1 0 36 4 1
J=P'AP=(0 9 1) avecP=(36 -2 0

0 0 9 -18 -5 0

31 -1
B=[1 1 1
2 0 2

Pour savoir si cette matrice est diagonalisable dans M3(R), on détermine son polyndme caractéristique :

3—-4 1 -1
1 1-4 1
2 0 2—2

4-2 1 -1
0 1-2 1
A 0 2—-21

xs(D) = =@l-DA-H2-D+22-21

SN =QC-DA-51+2+1) =-(A-2)°

Ainsi, on a : Spc(B) = {2}. Pour conclure, on étudie le sous-espace propre E, associé a la valeur propre 2 en
résolvant I’équation matricielle : (B —2I)X =0.0Ona:

1 1 -1\ 0 x=0
(1 -1 1>(y)=<0><=[y=z
2 0 0/\z 0 Z€R

Par conséquent, on a : E, = Vect{u,} avec u; = (0,1,1) donc E, étant de dimension 1, cette matrice n’est pas
diagonalisable dans M;(R).

Une matrice est toujours trigonalisable dans M5 (C).
Comme Spc(B) = Spr(B), le polyndme caractéristique de B est scindé dans R de sorte que B est
trigonalisable dans M;(RR) et qu’elle est aussi décomposable en blocs de Jordan dans ce méme espace.



Pour trouver une base dans laquelle B s’exprime sous la forme d’une matrice triangulaire supérieure, nous
commengons par calculer les puissancesde M ouM = B —2[.0na:

0 0 O
M? = (2 2 —2) et M3 =0 (théoréme de Cayley — Hamilton)
2 2 =2

Comme M3 = 0 et M? # 0, le sous-espace caractéristique N, associé a la valeur propre 2 est R3. Pour obtenir
une base adéquate, on choisit un premier vecteur dans E,, un second dans E;\E, ou E; = Ker(M?) et le
dernier dans N, \E;.

On résout 'équation matricielle suivante :

0 0 O X 0 x€ER
MZX:O<:><2 2 —2)(}/):(0)@{ yER
2 2 =2 VA 0 z=x+Yy
Ainsi, on a : E; = Vect{u,,us} avec u, = (1,0,1) et u3 = (0,1,1). L'endomorphisme représenté par B dans la
base canonique est représenté par la matrice triangulaire supérieure T suivante dans la base (uy, u,, e3) :

2 2 1 010
T=P'BP=(0 2 —-1]ouP=|1 0 0}

0 0 2 111

D’aprés I'étude réalisée ci-avant, on sait que dimE, = 1 donc la décomposition de Jordan ne comportera
qgu’un seul bloc et comme dim N, = 3, ce bloc est (forcément) de dimension 3. On en déduit le polynéme
minimal g de B : w5 (1) = (A — 21)3. On peut aussi sans persuader a 'aide de M? # 0.

Pour obtenir une base adéquate, on choisit le troisieme vecteur v; dans N,\E; ; par exemple, e; de la base
canonique et ensuite, on construit les vecteurs suivants :

1 1 -1\/1 1 1 1 -1\/1 0
v,=Mvs={(1 -1 1 |[o])=(1])etv,=Mv,=(1 -1 1 ]|{1]|=(2]|€E,
2 0 o0/\o 2 2 0 o0/\2 2

Finalement, on peut vérifier que 'endomorphisme représenté par A dans la base canonique est représenté par
la matrice J suivante dans la base (v, v,, v3) :

210 01 1
J=P'BP=|0 2 1)avecP=(2 1 0
0 0 2

3 2 =2
c=1-1 0 1
1 1 0

1) Pour savoir si cette matrice est diagonalisable dans M;(RR), on détermine son polynédme caractéristique :

3-1 2 =2 |3-1 2 -2 3-1 2 —4
xcW=|-1 -2 1|=]0 1-2 1-A=|0 1-2 0 [=A-D[A-3)A+1)+4]
1 1 -2 1 1 -1 1 1 -1-1




1)

SreD=0-DR-21+1) =(1—-2)?°

Ainsi, on a: Spc(C) = {1}. Pour conclure, on étudie le sous-espace propre E; associé a la valeur propre 1 en
résolvant I’équation matricielle : (C — )X = 0.0na:

22 =2\ ,x 0 x€R
(—1 -1 1)(31):(0)4:»{ yER
1 1 -1 VA 0 z=x+Yy

Par conséquent, on a: E; = Vect{u,;u,} avec u; = (1,0,1) et u, = (0,1,1) donc E; étant de dimension 2,
cette matrice n’est pas diagonalisable dans M5 (R).

Une matrice est toujours trigonalisable dans M5 (C).
Comme Spc(C) = Spr(C), le polynéme caractéristique de C est scindé dans R de sorte que C est
trigonalisable dans M5 (R) et qu’elle est aussi décomposable en blocs de Jordan dans ce méme espace.

Pour trouver une base dans laquelle C s’exprime sous la forme d’une matrice triangulaire supérieure, il suffit de
compléter la famille {u;, u,} par un vecteur de la base canonique.

Ainsi, I'endomorphisme représenté par C dans la base canonique est représenté par la matrice triangulaire
supérieure T suivante dans la base (uy,u,, e3) :

1 0 -2 1 0 0
T=PCP=|0 1 1 |ouP={(0 1 0]

0 0 1 1 11

D’apres I'étude réalisée ci-avant, on sait que dim E; = 2 donc la décomposition de Jordan comportera deux
blocs. Comme I'espace est M3(R), le bloc le plus grand est forcément de dimension deux et le polynéme
minimal de C est: m (1) = (A — 1)2. Le polynébme minimal étant un polyndme annulateur de C, on a:
(C — 1)? = 0 donc le sous-espace caractéristique N; associé a la valeur propre 1 est R3.

Pour obtenir une base adéquate, on choisit le dernier vecteur v; dans E; ; par exemple, u; de E;, puis on
choisit le deuxiéeme vecteur v, dans N;\E; ; par exemple, e; de la base canonique et ensuite, on construit le

2 2 -2\/1 2
v, =(C—-Dv, = (-1 -1 1 ><0> = (—1)
1 1 -1/\o 1

Finalement, on peut vérifier que 'endomorphisme représenté par A dans la base canonique est représenté par
la matrice J suivante dans la base (v, v,,v3) :

1 1 0 2 11
J=PP=(0 1 0)avecP=(-1 0 0
0 0 1 1 01

premier vecteur suivant :

3 2 =3
E={4 10 -12
3 6 -7

Pour savoir si cette matrice est diagonalisable dans M3(R), on détermine son polyndme caractéristique :



2)
3)

4)

3—-4 2 -3
4 10-14 -—-12
3 6 -7-2

-1-6 -—16 0
4 10—-2 0
3 6 2-21

3—-4 2 32-24)
4 10—-4 0
3 6 2—21

xe(d) =

Sy =C-D[A-10A+6)+64]=2-1DA%?—-41+4)=(2-1)3

Ainsi, on a: Spc(C) = {2}. Pour conclure, on étudie le sous-espace propre E, associé a la valeur propre 2 en
résolvant I’équation matricielle : (E — 2I1)X = 0.0na:

1 2 -3\, 0 x=—2y+3z

4 8 -12 <y>= 0le! yer

3 6 -9 z 0 z€R
Par conséquent, on a: E, = Vect{uy; u,} avec u; = (2,—1,0) et u, = (3,0,1) donc E, étant de dimension 2,
cette matrice n’est pas diagonalisable dans M5 (R).

Une matrice est toujours trigonalisable dans M5 (C).
Comme Spc(E) = Spr(E), le polynéme caractéristique de E est scindé dans R de sorte que E est
trigonalisable dans M;(R) et qu’elle est aussi décomposable en blocs de Jordan dans ce méme espace.

Pour trouver une base dans laquelle E s’exprime sous la forme d’une matrice triangulaire supérieure, il suffit
de compléter la famille {u,, u,} par un vecteur de la base canonique.

Ainsi, I'endomorphisme représenté par E dans la base canonique est représenté par la matrice triangulaire
supérieure T suivante dans la base (uq,u,, e3) :

2 0 12 1/0 -3 0
T=P'EP=|0 2 —9JouP=2(1 2 0}

0 0 2 -1 -2 3

D’aprés I'étude réalisée ci-avant, on sait que dimE, = 2 donc la décomposition de Jordan comportera deux
blocs. Comme I'espace est M5 (R), le bloc le plus grand est forcément de dimension deux et le polynéme
minimal de E est: mz(1) = (1 — 2)2. Le polynéme minimal étant un polynédme annulateur de E, on a:
(E — 21)? = 0 donc le sous-espace caractéristique N, associé a la valeur propre 2 est R3.

Pour obtenir une base adéquate, on choisit le dernier vecteur v; dans E, ; par exemple, u; de E;, puis on
choisit le deuxieme vecteur v, dans N,\E, ; par exemple, e; de la base canonique et ensuite, on construit le

1 2 -3 1 1
vy =(E—-2Dv, = <4 8 —12) (0) = (4)
3 6 —-9/1\0 3

Finalement, on peut vérifier que 'endomorphisme représenté par E dans la base canonique est représenté par

premier vecteur suivant :

la matrice J suivante dans la base (v, v, v3) :

2 10 1/0 0 1
J=P'EP=(0 2 0)avecP=2(3 6 -9
00 2 0 -3 4




1)

2)
3)

4)

3 -1 1
F=({2 0 1
1 -1 2

Pour savoir si cette matrice est diagonalisable dans M5(R), on détermine son polynéme caractéristique :

3-1 -1 1 3-12 0 1 3-1 0 1
D=2 =2 1 |=]2 1-2 1 |[=]1 0 1-1
1 -1 2-21 1 1-1 2-12 1 1—-1 2—-21

SyD=2-D[B-DVDA-1D)-1]=QA-D(A2+41-4) =1 -1 - 2)?

Ainsi, on a: Spc(F) = {1; 2}. Pour conclure, on étudie le sous-espace propre E, associé a la valeur propre 2 en
résolvant I’équation matricielle : (F — 2I)X =0.0Ona:

1 -1 1\ /x 0 y€eER
2 -2 1 <y>= 0)]=iz=0
1 -1 0/ \z 0 x=y

Par conséquent, on a : E, = Vect{u,} avec u; = (1,1,0) donc E, étant de dimension 1, cette matrice n’est pas
diagonalisable dans M;(R).

Une matrice est toujours trigonalisable dans M5 (C).
Comme Spc(F) = Spr(F), le polynéme caractéristique de F est scindé dans R de sorte que F est
trigonalisable dans M;(R) et qu’elle est aussi décomposable en blocs de Jordan dans ce méme espace.

Il nous reste a étudier le sous-espace propre associé a la valeur propre 1; pour cela, on résout I'équation
matricielle suivante :

2 -1 1\ /x 0 x=0 x=0
F-DX=0=(2 -1 1 (y): 0)|=2x—x—z+z=0={y=z2
1 -1 1/ \z 0 y=x+z zeR

On a donc: E; = Vect{u,} ol u, = (0;1;1) donc pour trouver une base dans laquelle F s’exprime sous la
forme d’une matrice triangulaire supérieure, il suffit de compléter la famille {u,, u,} par un vecteur de la base
canonique.

Ainsi, I'endomorphisme représenté par F dans la base canonique est représenté par la matrice triangulaire
supérieure T suivante dans la base (uq, U5, e3) :

2 01 1 0 0
T=P'P=|0 1 0)ouP=(1 1 0]

0 0 2 01 1

D’aprés I'étude réalisée ci-avant, on sait que dimE; = 1 et que dim E, = 1 donc la décomposition de Jordan
comportera un bloc associé a la valeur propre 1 et un bloc associé a la valeur propre 2. Comme I'espace est
M;(R), le bloc le plus grand est forcément de dimension deux donc le polynéme minimal de F est:
mr(1) = (A = 1)(A — 2)2. Pour poursuivre I'étude, nous devons connaitre les sous-espace caractéristique N,
de F associé a la valeur propre 2 ; pour cela, en posant : M = F — 21, on résout I'équation matricielle suivante :

0 0 0\ 0 x €R
M?X=0&(-1 1 0 (y)= 0]={y=x
-1 1 0/ >’z 0 z€R



1)

2)
3)

4)

Onadonc: N, = Vect{us, u,} avecus; = (1,1,0) et u, = (0,0,1).

Pour obtenir une base adéquate, on choisit le dernier vecteur v; dans E; ; par exemple, u, de Ej, puis on
choisit le deuxieme vecteur v, dans N,\E, ; par exemple, u, de N, et ensuite, on construit le premier vecteur

suivant :
1 -1 1\ /0 1
vu=Mv,=12 -2 1]{0]=|1
1 -1 0/ \1 0

Finalement, on peut vérifier que 'endomorphisme représenté par F dans la base canonique est représenté par
la matrice J suivante dans la base (v, v, V3) :

2 1 0 1 0 O
J=PFP=(0 2 0)avecP=(1 0 1
0 0 2 0 1 1

0 1 1
G=11 2 -1
-1 1 2

Pour savoir si cette matrice est diagonalisable dans M35(R), on détermine son polynédme caractéristique :

-1 1 1 2—-1 1 1 1 1 1
xcD=11 2-2 —-1|=|2-22-2 —-1|=@-D[]1 2-2 -1
-1 1 2=l I2—2 1 2-=-2 1 1 2-=-12
0 0 A1-1
SxD=C2-D|1 2-12 -1|[=2-1DA-1)?
1 1 2=

Ainsi, on a: Spc(G) = {1;2}. Pour conclure, on étudie le sous-espace propre E; associé a la valeur propre 1 en
résolvant I'équation matricielle : MX =0oUM =G —1.0Ona:

-1 1 1 X 0 z€eR X =2z
(1 1 —1><y>=(0)4:)[y+z+y—z=0<:>{y=0
-1 1 1 z 0 x=y+z z€eR
Par conséquent, on a : E; = Vect{u,} avec u; = (1,0,1) donc E; étant de dimension 1, cette matrice n’est pas

diagonalisable dans M;(R).

Une matrice est toujours trigonalisable dans M5 (C).
Comme Spc(G) = Spgr(G), le polyndme caractéristique de G est scindé dans R de sorte que G est
trigonalisable dans M;(R) et qu’elle est aussi décomposable en blocs de Jordan dans ce méme espace.

Il nous reste a étudier le sous-espace propre associé a la valeur propre 2 ; pour cela, on résout I'équation

-2 1 1 X 0
(G—21)X=0<:><1 0 —1>(y)=<0>(:>
-1 1 0 z 0

matricielle suivante :

x €ER
zZ=x
y=x




1)

2)

On a donc: E, = Vect{u,} ol u, = (1;1;1) donc pour trouver une base dans laquelle G s’exprime sous la
forme d’une matrice triangulaire supérieure, il suffit de compléter la famille {u,, u,} par un vecteur de la base
canonique.

Ainsi, I'endomorphisme représenté par G dans la base canonique est représenté par la matrice triangulaire
supérieure T suivante dans la base (uq, U, e3) :

1 0 2 1 1 0
T=P'P=|0 2 —1]ouP={(0 1 0}
0 0 1 1 11

D’aprés I'étude réalisée ci-avant, on sait que dimE; = 1 et que dimE, = 1 donc la décomposition de Jordan
comportera un bloc associé a la valeur propre 1 et un bloc associé a la valeur propre 2. Pour poursuivre I'étude,
nous devons connaitre les sous-espace caractéristique N; de G associé a la valeur propre 1; pour cela, en
posant, on résout I'équation matricielle suivante :

1 1 -1\ ,x 0 x €R
M2X=0=><1 1 —1)(31):(0)@{ y€ER
1 1 -1/ 'z 0 z=x+y
(Comme précédemment, I'espace est M5(RR) donc le bloc le plus grand est forcément de dimension deux donc
le polyndme minimal de G est: (1) = (1 — 2)(1 — 1)2).

Onadonc: N, = Vect{us, u,} avecus; = (1,0,1) et u, = (0,1,1).

Pour obtenir une base adéquate, on choisit le dernier vecteur v; dans E, ; par exemple, u, de E,, puis on
choisit le deuxieme vecteur v, dans N;\E; ; par exemple, u, de N; et ensuite, on construit le premier vecteur

-1 1 1 0 2
v = MUZ = 1 1 -1 1]=(0])€ E1
-1 1 1 1 2

Finalement, on peut vérifier que 'endomorphisme représenté par G dans la base canonique est représenté par

suivant :

la matrice J suivante dans la base (v, v,, v3) :
1 1 0 2 0 1
J=P%GP=|0 1 0] avecP=(0 1 1
0 0 2 2 1 1
Exercice 2
Xn Xn41 3x, + 2y, — 22z, 3 2 =2
Soitn € N.Enposant: X, =(Yn |,ona: Xy = | Ya+1 | = —1x, + 0y, + 1z, |=|-1 0 1 |X,.
Zy Zn41 1x, + 1y, + 0z, 1 1 0
D’apreés I'exercice 1, la matrice A est trigonalisable et la décomposition de Jordan de cette matrice est :

1 1 0 2 11
A=PJPlavec/]={0 1 0)etP=|-1 0 0
0 0 1 1 0 1

Pour tout n € N, on en déduit que : A" = PJ"P~1. On doit donc chercher la puissance n de la matrice J ; pour

0 1 0
cela, on la décompose en: I + N ou N = <O 0 0) est une matrice nilpotente d’indice 2. Comme les
0 0 O

matrices I et N commutent, on utilise la formule du bindbme de Newton de sorte que :



n n 1 0 0 0 n O 1 n O
]”=Z(k)N"I”‘k=I+nN=<O 1 0>+<0 0 o>=<0 1 0)
k=0 0 0 1

et on en déduit que :

2 1 1\N/1 n 0\/0 -1 O 2 2n+1 1\/0 -1 O
A" = (—1 0 0) (0 1 0) (1 1 —1> = (—1 -n 0> (1 1 —1)
1 0 1/\0 0 1/\0 1 1 1 n 1/\0 1 1
2n+1 2n —2n
(:)A”=< —-n 1—-n n)

n n 1—n

On montre une récurrence immédiate sur n € N que: X, = A"X, donc on peut en déduire I’expression
explicite de X, :
2n+1 2n  -2n (2n + Dx, + 2ny, — 2nz,
VnEN,Xn=< -n 1-n n >X0= —nxy + (1 —n)y, + nz,
n n 1—-n nxy +ny, + (1 —n)z,
ou encore :
xXp = 2n+ Dxy + 2ny, — 2nz,
vn € N{ y, = —nxy + (1 —n)y, + nz,
Zp, = nxg+ny, + (1 —n)z,



